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Cok Serbestlik Dereceli Sistemler: icerik
*Ozdegerler, Ozvektorler ve Ozmatris
*Rayleigh-Ritz Ydntemi
*Yiiklemeye Bagli Rayleigh-Ritz YOntemi

*SONUM Matrisi
eI¢csel Enerji Soniimleme

*Yapilarin Matematiksel Modellemesi *Klasik Sonimleme Matrisi

*Surekli Kutleli Sistemler *Sabit Sonimleme Matrisi (O)
-Toplu Kiitleli Sistemler *Rayleigh Sonimleme Matrisi

*Mekanik ve Yapisal Sistemler *Klasik Olmayan Sonumleme

«Serbestlik Dereceleri ve Sistem Matrisleri *Modal Analiz: Modal Denklemler

*Yapi Serbestlik Dereceleri

*Toplu ve Surekli Kitle Matrisleri

*Rijitlik Matrisi

*Statik Yogunlastirma, Rijit Diyafram Kabulii
*Modal Analiz: Mod Sekiller1 ve Periyotlari

*Genellestirilmis Serbestlik Dereceleri
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Yapilarin Matematiksel Modellemesi: Surekli Kutleli Sistemler

Salinim
Yerdegistirmesi

Rijitlik: EI(x) Kuotle: m(x)

1

05.11.2016

Salinim Yerdegistirmesi

./

v(X, 1)

Rijitlik: EI(Xx)
Kitle: m(x)

*Kiitlenin stirekli olmas1 kabulii

Kutle: m(x)

Rijitlik:  EI(X)
*Yerdegistirme koordinatlara ve zamana bagl
olarak ifade edilebilir

Yerdegistirme: V(X, t)
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Yapilarin Matematiksel Modellemesi: Toplu Kutleli Sistemler

Salinim

f Yerdegistirmesi *Kiitlenin toplu olmas1 kabuli
D ee T Kitle: m,
flz(t) i’?ﬂ) V(! *Rijitligin toplu olmasi durumu
me----------@---------@-----------@--------- m
1.2. El, m, EI, my El, m, EI, 3. 5 Rijitlik: EL=k “\/\/\,-

*Yerdegistirme keerdinatlarae zamana bagli
olarak ifade edilebilir

vi(t Salinim Yerdegistirmesi Yerdegistirme: V; ({)
4

)

"m
| Vot
EL|:|/ (0

Ii")m(z)
Vo (t
Elfi]

‘nl
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Yapilarin Matematiksel Modellemesi: Toplu Kutleli Sistemler

Salinim X *Kiitlenin toplu olmasi kabuli
Yerdegistirmesi

x yonu igin kitle:  m,; =m;

y yonu igin kutle:  m,; =m,;

cccccc

x yonu igin rijithk: El, ;=K
y yonu igin rijitlik: - El; =k

0 M
AN

Y

Bagil (etkilesimli) rijitlik: ky;
*Yerdegistirme keordinatlarave zamana bagli
olarak ifade edilebilir vi(t)
Yerdegistirme: V; (f) \283
Yerdegistirme: y;(t)  9=1%()
V,(t)
Y2(t)
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Yapilarin Matematiksel Modellemesi: Mekanik ve Yapisal Sistemler

Mekanik Sistemler Yapisal Sistemler
*Toplu kiitle kullanilir. *Toplu kiitle kullanilir.
*Tanimlanan bir toplu kiitle i¢in bir adet *Tanimlanan bir toplu kiitle i¢in birden fazla
yerdegistirme vardir. yerdegistirme vardir.
*Rijitlik genelde yaylarla gosterilir. *Bagil rijitlik mevcuttur
X, (t) X, (t) X(t) -Rijitlik.ge.:nelde"su yc'jn_temlerler ile elde edilir:
r k, f (1) f(t) *Yerdegistirme Yon't"emler!
A% 1 *Sonlu Elemanlar Yontemi
- k. c *Rijitlik “yapisal elemanlar” i¢in tanimlanir:

*Cubuk Eleman £ (1)
Xl_(:[) X, (t) *Kabuk Eleman

k °...

X, (1) |—’ "

(1)
1,0 ®
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Serbestlik Dereceleri ve Sistem Matrisleri: Serbestlik Dereceleri
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)
z (1) (0 Vi () X (t) %0 % (1)
0,,(0) % ()
% % () C % 0)
M 6 (1) " ()
(X (1) ] >m, (x ()] > m
Yi (t) —> M, Xy (t) — M,
d=. Zi(t) >_>mi X:<X3(t)$_>mi
6, (t)| >~0 X, (t)| >~0
6,,(t)| =>~0 Xs(t) | —~0
0,(t)) >~0 X% (1) >~0



Serbestlik Dereceleri ve Sistem Matrisleri: Serbestlik Dereceleri

X3 (t) Xg (0

m:
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X, (t)
Xg ()
C > X1 (D)

X7 (t)

;
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—m.
—m.
—m.

—~0
—>~0
—>~0

Xg (t)

Cult

Xy (V)

X
~

x
w
L — /:/-\

X5 (t)
Xy (1
ad > Xp0 ()

-

X4 (1)

N

—> M.

— M.

—> M.

—> M.
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Serbestlik Dereceleri ve Sistem Matrisleri: Hareket Denklemi
Mekanik Sistemler Yapisal Sistemler

MK(t) +Kx(t) = F(t)
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Serbestlik Dereceleri ve Sistem Matrisleri: Kutle Matrisi
Surekli (Uyumlu) Kitle Matrisi

Toplu Kitle Matris

m, O 0
0 m, 0
0 0
- O O mnn_nxn
‘m, O 0 0]
0 m, 0 0
0 O 0 0
0 0 0 0] .

Deprem ylikleri altinda analizlerde, donme kiitleleri sifir (0) alinabilir
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Serbestlik Dereceleri ve Sistem Matrisleri: Rijitlik Matrisi
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11

21

knl

12

22
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nxn
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Serbestlik Dereceleri ve Sistem Matrisleri: Hareket Denklemi

)
m2

3 s
'

%, (t) |

X,(1)

5,0

_nx1

M(t) + Cx(t) + Kx(t) = F(t)

/Cll Cp - Cln\ | X1 (t) | Kkll 12 kln\
C,i Cyp XZ (t) B k21 22
Q‘:nl Cnyxn B Xn (1) na Q(nl knnj
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Serbestlik Dereceleri ve Sistem Matrisleri: Statik Yogunlastirma

MK(t) + CX(t) + Kx(t) = F(t)

m : | X, (t) | Ci Cp - i Cin | X, (t) | k11 k12 ) i k1n X (t) | f1 (t)
m, E X, (1) N C,; Cy : X, (t) N Kpy Ky : X, (t) _ f, (t)
“_______LL___________ ________ RN NS P S A PR S R SR IR
| : O_ nxn L X (t) dnx1 _Cnl : Cnn nxn L X” O dpa L knl : knn —nxn Xn (t)_ nx1 fn (t) Jdnx1

05.11.2016 Cok Serbestlik Dereceli Sistemler, 2. Blim — Baris Erkus (iTU) Sayfa: 13



Serbestlik Dereceleri ve Sistem Matrisleri: Rijit Diyafram Kabulu

8™ FLOOR

7TH FLOOR

2ND FLOOR

1ST FLOOR
’

' 4
* BASE LEVEL
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Modal Analiz: Genellestirilmis Serbestlik Dereceleri — Surekli Kitle
Salnim *Tek serbestlik dereceli sistem ¢Ozim

Yerdegistirmest:

w (X) yonemleri iyi bilindiginden dolay1, bu
yontemler den faydalanmak isteriz.

.&' """"""""""""""""" ) ‘_ *Ancak, burada yerdegistirme lokasyona da
e bagli oldugudundan bazi basitlestirme
Rijitlik: EI(x)  Kitle: m(x) yapmamiz gerekir.
—> Salinim sirasinda yerdegistirme formunun hep

Salimim Yerdegistirmesi: i (X) korundugu kabulii yapilir:

Salinim Yerdegistirme Formu: i (X)
—> Tum kutlenin bir noktada toplantig1 kabulii yapilir:

Esdeger (Etkin) Kiitle : m ¢

meff
Veff(t)

Rijitlik: EI(x) —>Sadece etkin kutlenin lokasyanunda yerdegistirme

I Kiitle: m(x) tanimlanir:
Etkin Kitle Yerdegistirmesi: V (1)
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Modal Analiz: Genellestirilmis Serbestlik Dereceleri

Salinim
Yerdeg1st1rme31

Salinim Yerdegistirmesi: i (X)

05.11.2016
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— Toplu Kitle

*Tek serbestlik dereceli sistem ¢O0zUm
yontemleri 1y1 bilindiginden dolay1, bu
yontemler den faydalanmak isteriz.

*Ancak, burada yerdegistirme lokasyona da
bagli oldugundan bazi basitlestirme yapmamiz

gerekir.

—> Salinim sirasinda yerdegistirme formunun hep
korundugu kabulii yapilir:

Salinim Yerdegistirme Formu: s, 4 (vekiorn)
—> Tiim kiitlenin bir noktada toplanigi kabulii yapilir:
Esdeger (Etkin) Kiitle : m ¢
—> Sadece etkin kitlenin lokasyanunda yerdegistirme

tanimlanir:

Etkin Kitle Yerdegistirmesi: V (1)
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Modal Analiz: Genellestirilmis Serbestlik Dereceleri — Surekli Kitle

*Bu sekilde stirekli ya da toplu bir sistem tek serbestlik dereceli bir sisteme indirgenebilir.

V(X,t) =V (t)w(X)
Mg Ve (1) Kett Vegr (1) = Pegr (1)

*Sistem daha genel bir hal aldigindan bu 1sleme genellestirme denir.

*Tim parametreler genellestirilmis olarak adlandirilir ve ortak bir notasyon kullanilir:

v(x.t)=a(t)y (x)

ma(t) o +ka(t)= p(y
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Modal Analiz: Genellestirilmis Serbestlik Dereceleri — Toplu Kitle

*Bu sekilde stirekli ya da toplu bir sistem tek serbestlik dereceli bir sisteme indirgenebilir.

V(t) = Ve (t)w
Mg Ve (1) + Kot Vogr (1) = Peg (1)

*Sistem daha genel bir hal aldigindan bu 1sleme genellestirme denir.

*Tim parametreler genellestirilmis olarak adlandirilir ve ortak bir notasyon kullanilir:

x(t)=a(t)

ma(t) o ka(t)=p(e)
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Modal Analiz: Genellestirilmis Serbestlik Dereceleri
*Salinim formu burada muhendisin se¢imine baglidir. Ancak sinir kosullart saglanmalidir.

*Secilen salinim formuna bagl olarak
*genellestirilmis yerdegistirme
*genellestirilmis kiitle

*genellestirilmis rijitlik
*genellestirilmis dis yiikk tanimlanmis olacaktir.

eSalimim formu 1ki tiirli olabilir:
*Tamamen muhendisin secimi olabilir

—Bu durumda form \J/ ile gosterilebilir
*Yapinin kiitle ve rijitlik 6zellikleri ile belirlenen dogal salinim formlar1 (mod sekilleri, 6zvektorleri) olabilir.

>Bu durumda form @ ile gosterilebilir

*Her nasil secilirse secilsin, tim olas1 salinim formlar1 belli kriterler1 saglamak zorundadir.
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Modal Analiz: Genellestirilmis Serbestlik Dereceleri

*Bu noktada sonug¢larin kabul edilebilir olmasi i1¢in bazi kriterlerin saglanmasi istenir.
*Bu kriterler genelde enerji korunumu iizerinden tanimlanir.

*Eger enerji korunum sartlari saglanirsa su sonuclar ortaya ¢ikmaktadir:

x(t)=a(t)y,  md(t) +ka(t)=p(t)

= m (v ) ="My,  K=yKy, p(t)=y'P(1)

1=1

®
||
=E

*Burada @, secilen salinim sekline tekabiil eden salinim frekansidir.
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Modal Analiz: Dogal Salinim Formu
*Her yapinin “meyil verdigi” bir ya da birden fazla salinim formu vardir.

*Bu formun nasil anlamak i¢in hareket denklemine bakmak gerekmektedir.
X(t)=q(t)w, Mx(t) + Kx(t) =0 (serbest salinim)
q(t)=sin(wt+¢) secilirse
Mé(t)y +Kaq(t)y =0
—o°Mysin(wt + @)+ Kysin (ot +¢) =0
Ky=o'My veya M 'Ky=o'y
(Ay = ABy veya Ay = Ay)
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Modal Analiz: Dogal Salinim Formu — Nasil Bulunabilir?
*Dogal Salinim formlar1 hareket denklemini *Dogal Salinim formlari, 6zdeger probleminin

saglar: 3 ¢cOzimaddar:
M¢(t)w +Ka(t)y =0
Kq(t)w =-Mg(t)y
Ky = sz‘V Ky =o'My veya M 'Ky =o'y
Ay=1By veya Awy=1
Fi(;:wzl\/'\lf (Ay v vey v = Ay)
Fis o My
*Bu durumda: *Bu durumda:
Vo0 Voo

w—> (n: natural) w—> (n: natural)
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Modal Analiz: Dis Yukler — Deprem Durumu

ma,(t) :

8 I/ = ‘ / Pefr = ¢1 mag(t)
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[Hatirlatma] Temel Matematik Bilgileri: Taban Vektorleri

e A e B e A e 2
X, | |

X=9X, r=aqV, r+a,V, r+a,3V, ¢
\XBJ li \ | J \ J
4 A 4 A e ) 4 A
X, |

X=9X, r =2V, p@ +9V, rd, +9V, ra,
\XBJ \ J \ | J \ J

V,X=V,V,a +V,V,a,+V, V,a,
viXx=Vviv,a , egerbaz vektorleri dik ise
v, x=(1)a,=a, , eger baz vektorleri birim vektorler ise
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Modal Analiz: Yerdegistirmelerin Baz Vektoleri ile ifadesi

er(t)\ rl\ rl\ rlw
X(1)=9%, (1) p =90, p G (t)+< b, 10, (1) +4; r0s(t)




le(t)\
X, (t

X, (t

( t A
t

t

X

X X
N

. 3 J
( A

t
t

X

rlw fl\ fl\
>:ql(t)< ¢, +0; (t)< b, >+q3(t)< bs ¢
kl, \lJ kl/
(|\ flx rlw
=10y () 410 10 (£) #1105 G (1)
. J 7 . | g
ety
r= ¢1 ¢2 ¢3 %Cz(tw — X(t)
T e

(t)
(t)
(t)
(t)
(t)
(t)
(t)
(t)

X X
N

t

3

\ J

Modal Analiz: Yerdegistirmelerin Baz Vektoleri ile ifadesi



Sonumleme
*D1s Yiikler = Yapiya Verilen Enerji

*Yap1 Tarafindan Sontimlenen Enerji:
*Elemanlarin Dogrusal Olmayan Davranis1 Uzerinden
*I¢sel (Dogal) Soniimleme
*Eklenen Sondmleyiciler ile Sonimleme

05.11.2016

DIS YUKLER ILE YAPIYA VERILEN ENERJI

Kinetik Enerji Birim Sekildegistirme Enerjisi

Dogrusal Olmayan Davranig igsel Enerji Ek Elemanlar ile
ile Sonumlenen Enerji Sonumlenen Enerji

SONUMLENEN ENERJI
YAPININ TUM ENERJISI

Cok Serbestlik Dereceli Sistemler, 2. Blim — Baris Erkus (iTU) 27



Sonumleme:

*Yap1 dogrusal olmavan evreye gecerse olusur

05.11.2016

Force

Deformation

Nonlinear Behavior

Plastic Hinges

Energy Dissipated in Half Cycle

Cyclic Hysteresis
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Soniimleme: Iigcsel S6niimleme
*Tlm yapilarda az da olsa sOntimleme vardir
*Yap1 lineer olsa bile olusur

*Komplike bir davranistir, 6l¢cmesi ve hesaplamasi zordur
8r—=

¢ Buildings, steel, measured

Buildings, steel/reinforced concrete composite/unknown, measured
* Buildings, reinforced concrete, measured
e Chimneys, reinforced concrete, measured

(&)}

DAMPING RATIO (%)
S

2
e
@ . i
0 of go0 ¢ s @ oy Rob S & Micha witord
0 100 200 300 400 500
HEIGHT (m)
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Sonumleme Matrisi

Klasik Olmayan S6nimleme Matrisi Klasik Sonimleme Matrisi
Cu Gy Cn C, O 0
C,, C 0 C
o'cCo=| 7 ®'CO = B
_Enl Enn —nxn _ O Enn nxn
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Sonumleme Matrisi: Klasik Soniumleme Matrisi — Sabit SOnumleme

05.11.2016

O

nn

nxn

—

2MEy, O 0 )
0 2mEm,
0 2m ny-n 41><n
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Sonumleme Matrisi: Klasik Sontimleme Matrisi — Rayleigh Sontimleme

C=a,M+aK

S

2 2
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Sonumleme Matrisi: Klasik Sontimleme Matrisi — Rayleigh Sontimleme

C=a,M+aK

5“

G = 5
é:diger \_/‘

a)i wdiger a)j

05.11.2016 Cok Serbestlik Dereceli Sistemler, 2. Blim — Baris Erkus (iTU) Sayfa: 33



Sonumleme Matrisi: Klasik Sontimleme Matrisi — Rayleigh Sontimleme

C=a,M+aK

2
a, = d 0,0,
. + a)j a-o | ala)diger
2& 2Wiser 2

W, + O,

a1:
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Sonumleme Matrisi: Klasik Olmayan Sonumleme Matrisi

Klasik olan bir soniimleme matrisine ek sontimleme sabitleri eklenirse, elde edilen yeni matris
klasik olmayan bir matrisdir.

*Klasik olmayan soniimleme matrisi modal matrisleri ile ¢arpilarak elde edilen genellestiriimis
sonimleme matrisi diyagonal olmaz.

*Bu durum, ornek olarak sontimleyici eklenmis yapilarda karsimiza ¢ikabilir.
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Cll C12 T Cek,l
C21 C22
Cnl T Cek,2
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Modal Analiz: Hareket Denkleminin Cozimu

® genelse:

m
m,

05.11.2016

M (t) + CX(t) + Kx(t) = F(t)
X(D pa = Pn@() 10

M®g(t) + CPq(t) + Kdq(t) = F(t)

@ ' M®IG(t) + D' 'C@G(t) + D' KDq(t) = D'F(t)

M(t) + Cq(t) + Kq(t) = F(t)

ql 6:I.l 612 6llf] ql kll k12
qZ 4 621 622 q2 + k21 k22
mn dnxn —qn_nxl _Cnl Cnn_nxn _qn_nxl _knl
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Modal Analiz: Hareket Denkleminin Cozimu

m, O
0 i,
0

05.11.2016

3

MK (t) + Cx(t) + Kx(t) = F(t)
X(D pa = Pn@() 10
M®g(t) + CPq(t) + Kdq(t) = F(t)
® ' M®G(t) + @' ChG(t) + @' Kdq(t) = D 'F(t)
M(t) +Cq(t) + Ka(t) = F(t)

® dogal Mod sekillert 1se:

Ol
N

1

ol O

LN I’\J
Ol
N
N

1

O

nl
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MK(t) + Cx(t) + Kx(t) = F(t)
X(t) nxl (I)nan(t) nx1
M®q(t) + CDG(t) + KPq(t) = F(t)

@ ' M®IG(t) + D' 'C@G(t) + D' KDq(t) = D'F(t)

M(t) + Cq(t) + Kq(t) = F(t)

® dogal mod sekilleri ise ve C klasik sonim

., 0 - 0
0 m,
0 m

nn _
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Cuy

0

0
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Modal Analiz: Hareket Denkleminin Cozimu

kiy

0

0

eme matrisi 1se:

k22

O
G2

~

Cn

f,(t)

()

| f—n (t)_ nx1
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Modal Analiz: Hareket Denkleminin Cozimu

M (t) + CX(t) + Kx(t) = F(t)
X(Dpa = Prn@(t) g
M®j(t) + CPq(t) + Kdq(t) = F(t)
@ ' M®IG(t) + D' 'C@G(t) + D' KDq(t) = D'F(t)
M(t) +Cq(t) + Ka(t) = F(t)
® kutle-normalize dogal mod sekilleri ise ve C klasik sontimleme matrisi ise:

o] 41 [260, O -+ O ¢] [w? 0 - 0 o - F () ]
0, N 0 2‘52(02 d, + 0 wf op _ fz (t)
_O 1_n><n _qn_nxl - O Zgna)n_nxn _qn_nxl » O a)r?_nxn —qn_nxl | f—n(t)_nxl
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Modal Analiz: Hareket Denkleminin Cozimu
I‘ml 0 0 _. ._ql_. ¢, O 0 | ._ql_. I'k11 0 0 _. I‘q1 | ._ f_l(t)_l
O mz qZ 0 C22 qz . 0 kzz q2 f—z (t)
| O mn_nxn _qn_nxl | O C””_nxn _qn_nxl | O knn_nxn —qn_nxl | f—n(t)_nxl
M0, (1) + €y, (1) + ki, (t) = £,(1)
mzqz (t) + szqz (t) + kzzqz (t) — fz (t) > qi i(;in g(jz[]mr
mnqn (t) + Cnnqn (t) + knnqn (t) — f—n (t)
UHUtmayallm: X(t)nxl — (I)nan(t)nxl
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